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Chapitre 1

Espaces vectoriels

Dans toute la suite, K désigne un corps commutatif.

1.1 Définitions

Définition 1.1.1. Soit E un ensemble muni de deux lois de composition :
— Une loi interne, notée + ;

— Une loi externe, donnée par
KxFE — FE

(A z) = Az

On dit que (E, +,.) est un espace vectoriel si :
— (E,+) est un groupe abélien ;
— V(\, pn) € K2 Y(z,y) € E% ona

L A(z+y) =Ar+ Ay

i. AN+ p)x = z+ px

iii. \(p.x) = (Ap).x

w lgr==x

Remarque 1.1.2. Les éléments de E sont appelés des vecteurs, et ceux de K sont appelés des
scalaires.
Exemples 1.1.3.

1. Le corps (K, +,.) est un K-espace vectoriel. En effet, (K, +) est un groupe abélien, et pour

tous \, i, z,y € K, les conditions i., ii., iii., et iv. sont vérifiées.

2. (C,+,.) est aussi bien un R-espace vectoriel qu’un C-espace vectoriel. En effet, la défini-
tion 1.1.1 reste vérifiée pour K = R ou K = C.

3. Soit K[X] I’ensemble des polynomes a coefficients dans K, qu’on munit de la loi interne
(P,Q) — P+ Q, et de la loi externe (A, P) — A\.P. Alors (K[ X],+,.) est un K-espace

vectoriel.

4. On note RN ensemble des suites réelles. On munit RY des lois suivantes :
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— Yu = (tun)nen, ¥ = (Un)nen € RN, w40 = (un + vn)nen;

—~VAER, Vu= (un)neny €RY,  Au= (Muy)nen.

Alors (RN +,.) est un R-espace vectoriel.

Plus généralement, soit KN ’ensemble des suites a valeurs dans K, alors (KN, +,.) est un

K-espace vectoriel.

5. Soient E un K-espace vectoriel, et X un ensemble non-vide. On note F (X, E) I’ensemble

des applications de X dans E. Alors (F(X, E), +,.) est un K-espace vectoriel.

Proposition 1.1.4 (Regles de calcul).

Soit E un K-espace vectoriel. Pour tous \ € K, (x,y) € E? ona
- Ax=0g & AN=0kgou x=0g

- Az —y)=Az— )y

- A(=z)=(=N).z = —(\x)

Démonstration.

— < | Soient A € Ketz € E. Si A = O, alors
Az =0g.z = (0g + Og).z = Og.z + Og.x = Az + A\.x
Dot M.z = 0. De méme, si x = Og, alors
Az =A0g =XN(0g+0g)=A0g+A0p=Ax+ Az

Ce qui donne A\.x = Og.
= | Inversement, on suppose que \.x = Op.
Si A = Ok, on obtient le résultat voulu. Supposons que A # Og. Dans ce cas, A est inversible
dans K, et
MLz =Ntz =lgzr=2

Or A\.z = Og, donc par I'implication réciproque, on obtient
AL (hz)=2"10p =0g

D’ou z = O, ce qui prouve I’'implication directe.

— Par la condition 1. de la définition 1.1.1, on a
Ar=Xx—y+y) = (x—y)+\y

Dot Az — Ay = A\.(z — y).

— Par la condition i., on a
Az + A(—x)=A(z—x)=A0g =0g

Alors \.(—z) = —(A.z).

ALGEBRE III 3 N. EL BOUKHARI



1.2. SOUS-ESPACES VECTORIELS

De méme, par la condition ii., on a
Az + (=AN).x=AN—)N).x=0gax=0p

Donc (—A).z = —(\.x).
O

Définition 1.1.5 (Espace vectoriel produit). Soient Fy et Fo deux K-espaces vectoriels. Alors

FE x FE5, muni des lois

(x,y) + (2,t) = (x + 2,y + 1)
Az +y) = Az, \y)

est un K-espace vectoriel. On peut généraliser cette définition au produit cartésien de n espaces

vectoriels.

Exemple 1.1.6. Pour tout n € N*, R™ est un R-espace vectoriel. Plus généralement, K" est un

K-espace vectoriel.

Définition 1.1.7 (Structure d’algebre). On dit que (A, +, X, .) est une K-algébre si :
1. (A, +,.) est un K-espace vectoriel ;
2. (A, +, X) est un anneau ;

3VAEK V(z,y) € A%, A(zxy)=(\z)xy=12x (\y).

Si, de plus, la loi x est commutative, on dit que (A, +, X, .) est une K-algébre commutative.

Exemples 1.1.8.

— K est une K-algebre commutative.

- (K[X],+, x,.) est une K-algébre commutative.

— Soit F(R,R) I’ensemble des fonctions réelles. Alors (F(R,R), +, o, .) n’est pas une R-algébre :

D’une part, (F(R,R), +, o) n’est pas un anneau. D’autre part, en général, on a
(Af)og# fo(Xg)

Contre-exemple : f(x) = e® et g(z) = x>

1.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 1.2.1. Soit F' une partie non-vide d’un K-espace vectoriel E. On dit que F' est un
sous-espace vectoriel de E (en abrégé sev) si :

- Ve,yeF, z4+yeF

-VAeK, VeeF, AzxeclF

ALGEBRE III 4 N. EL BOUKHARI
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Remarques 1.2.2.
— Si F est un sous-espace vectoriel de F, alors F, muni des lois induites par celles de F, est un
K-espace vectoriel.

— {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels (dits triviaux) de E.
Exemples 1.2.3.
1. L'ensemble F = {(x,y) € R? : y = 0} est un sous-espace vectoriel de R
2. Soitn € N. Alors K,,[X] = {P € K[X] : deg(P) < n} est un sous-espace vectoriel de
K[X].
3. L’ensemble des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de RY.

4. Soit I un intervelle non-vide de R, et C(I,R) I’ensemble des fonctions continues sur I. Alors

C(1,R) est un sous-espace vectoriel de F(I,R).

Proposition 1.2.4. Soit F' une partie de E. On a
F
F estun sevde E < 70
VieK, Ve,ye F, Ax+yekF
Ogp € F
VieK, Ve,yec F, Axt+yekF

Démonstration. Exercice. OJ

Définition 1.2.5 (Sous-algebre). Soit A une K-algébre, et B C A. On dit que B est une sous-
algebre de A si :
— (B, +,.) est un sous-espace vectoriel de (A, +,.) ;

— (B, +, x) est un sous-anneau de (A, +, X)

Remarques 1.2.6.
1. Muni des lois induites par celles de (A, +, x,.), (B,+, x,.) devient une K-algeébre.

2. B est une sous-algébre de A si et seulement si :
i. 1,€B
ii. Ve,ye B, xxy€B
iii. YAeK, Ve,ye B, M+yeB

Exercice 1.2.7.
1. Montrer que I’ensemble des suites complexes bornées est une sous-algebre de ((CN, +, X, .).

2. Soitn € N. L’ensemble K,,[ X]| est-il une sous-algebre de (K[X], 4+, X,.) ?

Proposition 1.2.8. Soit (F;);cr une famille de sev de E. Alors F = ﬂ F; est un sev de E.
i€l

Démonstration.
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1.2. SOUS-ESPACES VECTORIELS

— Comme O € F;, Vi€ I,alors O € ﬂ F;.
el
— Soient A € K, etz,y € ﬂ F;.Pourtouti € I,onazx,y € F;. Alors Az + y € F;. Par suite,
el
Ar+y € ﬂ F;, ce qui prouve que ﬂ F;estunsevde F.
icl icl
O

Définition 1.2.9. Soir A une partie de E. On note I I’ensemble de tous les sev de E contenant A.

Alors ﬂ F est le plus petit sev (au sens de I'inclusion) qui contient A. On le note Vect(A).

Fel
Vect(A) est dit le sev engendré par A.

Propriétés des sev engendrés
i. AC B = Vect(A4) C Vect(B)
ii. Soient A C Eet Funsevde E.Ona

ACF = Vect(A) C F

— Si A estun sev de F, alors Vect(A) = A.

Proposition 1.2.10. Soient F et G deux sev de E. Alors I’ensemble
S={z+ylxzeF, yeG}

est un sev de E. S est appelé la somme des sous-espaces F et G. On le note S = F + G.

Démonstration.
— Comme O € F'etOp € G,alors0g =0 + 0 € S.
— Soient A € Ketz,y € S.llexiste xp,yr € F et xg,yg € G tels que

T =2xf+xq, y=yYr +yc
Comme F' et G sont des sev de E alors \zp + yr € F, et Axg + yg € G. D’ou
A +y=Atp+yr+Aeg+yg €5

Alors S est un sev de E.

Définition 1.2.11. Soient I et G deux sevde E, et S = F' + G.
1. Si FNG = {0g}, ondit que S est la somme directe de F et G, et on écrit S = F @ G.

2. Ondit que F et G sont supplémentaires dans F si

E=F+G e FNG={0g}

c’est-a-dire E = F @ G.
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CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

Exemple 1.2.12. Les sous-espaces
F={(z0) :zeR}, G={0y) : ycR}

sont supplémentaires dans R>.

Exercice 1.2.13. On note P [’ensemble des fonctions réelles paires, et I I’ensemble des fonctions
impaires.

1. Vérifier que P et I sont des sev de F (R, R).

2. Montrer que P et I sont supplémentaires dans F (R, R).

Remarques 1.2.14.

1. Un sev peut admettre plus d’un supplémentaire. Par exemple :

F={(z,0) : zeR}, G={0,y) : yeR}, H={(y,y) :y<R}

Ona R:2=FpG=F®H.

2. Ne pas confondre un supplémentaire et un complémentaire.

Proposition 1.2.15. Soient F' et G deux sev de E. Alors F' et G sont supplémentaires dans E si et
seulement si

VeeFE, zxpelF, FNzqgeG: z=xp+2xg

Démonstration.
= | Existence. Comme E = F @ G alors, pour tout z € E, il existe 2y € F et zg € G tels que
r=2xp+2qg.

Unicité. Soit z € E. Soient 2, 2> € F et zg, zy; € G tels que
$:$F+xG:$IF+x/G
Alors oy — o'y = 2, — xq. Orap — 2y € F etw, — ¢ € G, donc
Tp—rp=15—16 € FNG

Comme F NG = {0g}, alors zp — 2y = 2z — g = 0. D’ol xp = oy et z¢ = zf;, ce qui
prouve 'unicité de z et zg.

<« | Inversement, pour tout z € F, on a l’existence de xp € F et zg € G tels que x = zp + 2.
Alors E = F + G. Soitz € F N G. Il existe un unique (xp,xg) € F X Gtelque r = xp + xg.
Or, x se décompose sous la forme x = z+0g, avec z € F et 0 € G. Alors I'unicité de (zp, z¢)
implique

zp =2, xg=0g

De méme, x s’écrit x = O + x, avec Oy € F et x € G. Donc 'unicité de (zp, z¢) donne

rzp =0, zg==x
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Par suite, x = Op. Alors F'N G = {0g}. Ce qui prouve que £ = F' & G. O
Propriétés de la somme
Soient I, G, et H des sevde E. On a
I. FCF+G et GCF+G.
2.SiHCGalors F+H C F+G.
3. VA,BC E,ona Vect(AU B) = Vect(A) + Vect(B) (Exercice).
En particulier,ona Vect(FUG) = F +G.

Remarque 1.2.16. On peut définir la somme de n sous-espaces vectoriels I, ..., F, comme
suit :
P+ +FE,={r1+ 4z, : 2, €F;,V1<i<n}

Ainsi, S = F1 + --- + F,, est un sev de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i. Vie [[1,n]], FiﬁZFjZ{OE},‘

j=1
i
i. Y(x1,...,xn) EF XX Fy, a1+ +x,=0p = x1=---=x, =05
Si les propriétés ci-dessus sont vérifiées, alors S est la somme directe des sous-espaces F1, . .., F,.

On note

S=Fo---oF=@F
=1

n
Si, de plus, E = @E, on dit que les sous-espaces F, ..., F, sont supplémentaires dans E.
i=1
Dans ce cas, on a

n n
Ve e F, EI!(wl,...,xn)GHFi, x:xl—i—-"—kxn:Zwi
i=1 i=1

1.3 Familles libres ou génératrices, bases

1.3.1 Combinaisons linéaires

Définition 1.3.1.

n

— Soient (uy,...,u,) € E"et (\1,...,\y) € K. La somme Z AUy, est appelée une combinai-
k=1
son linéaire des vecteurs uy, . .., u, avec les coefficients A1, ..., \,.

— Soit (uy)kes une famille de vecteurs de E (finie ou infinie). On appelle combinaison linéaire

de (uy) ke toute somme Z Apug, avec N\, € K et J est une partie finie de I.
kedJ

Proposition 1.3.2. Soit A une partie de E.
— Si A =10, alors Vect(A) = {0g}.

— Si A (), alors Vect(A) est ’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de A.

Démonstration.
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— {0g} est le plus petit sev contenant (). Alors Vect(()) = {0g}.
— On suppose que A # (). Donc il existe x4 € E tel que 24 € A. Soit F' I’ensemble des
combinaisons linéaires de A. Alors A C F', et :
1. Ox.xqa =0 € F;
ii. Ve,ye F,YAe K, Ax +y € F.
Ce qui prouve que F est un sev de E contenant A. Par suite, Vect(A) C F.
n

Inversement, Soit Z ALxp une combinaison linéaire des vecteurs de A, avec n € N*. Alors
k=1

Z Ak € Vect(A), d’otut F' C Vect(A). Par conséquent, F' = Vect(A).
k=1

Exemple 1.3.3. Si A = {u1,...,u,} alors

Vect(A4) = {Zn: Atk | (Ak)1<k<n € K”}

k=1

En particulier, pourn = 1, on a
Vect(uy) = Kug = {Aug | A € K}

Le sev Kuy s appelle une droite vectorielle.

Pourn =2, ona
Vect(ug,ug) = Kug + Kug = {Aug + pug | A\, p € K}

Le sev Kuy + Kuy s’appelle un plan vectoriel.

1.3.2 Familles libres

Définition 1.3.4.
— Soit B = (uy,...,uy) une famille de vecteurs de E. On dit que la famille 3 est libre si, pour
tous A\,...,\p €K, ona

Z)\kukZOE — v1§k§n, )\k:OK
k=1

— Soit B = (ug)rey une famille quelconque. On dit que B est libre si, pour tout J C I fini, et
pour tous \, € K, avec k € J, ona

Z)\kukZOE = VkeJ A\ =0k
keJ

Dans le cas contraire, on dit que la famille B est liée.

Exemples 1.3.5.
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— Dans R?, on note e; = (1,0) et ea = (0,1). Alors la famille B = (e1, e3) est libre.

Plus généralement, dans R™ (n > 2), on note e; = (0;;,)1<k<n- Alors la famille B = (e;)1<i<n

est libre.
— Dans E = R3, on note u; = (1,1,1), us = (1,1,-1), et uz3 = (0,0, 1). Alors la famille
(u1,ug,us) est lie. En effet, en choisissant \y = 1, Ao = —1, et \3 = =2, ona

AUl + doug + Aguz = 0 et ()\1, Aa, )\3) 7& (0, 0, 0)

— Dans K[X], la famille (X™)en est libre.

Remarques 1.3.6.

=~

(x) est liée si et seulement si x = Op.
Toute famille qui contient au moins un vecteur nul est liée.

(x,y) est lide si et seulement si les vecteurs x et y sont colinéaires.

NN

. Si B est libre (resp. liée), alors toute sous-famille (resp. sur-famille) de B est libre (resp.

liée). En particulier, I’ensemble vide () est une famille libre.

W

. Si B est une famille libre, on dit que les vecteurs de B sont linéairement indépendants.

Exercice 1.3.7.
1. Soit a € K. On note P, = (X — a)* € K[X], pour tout k € N. Montrer que la famille
(P )ken est libre.
2. Soit I un intervalle de R non réduit a un point. On note E = % (I, R) et, pour tout n € N,

on définit les fonctions f, € E comme suit
fo(z) =2", Vxel.

Montrer que (fy)neN est une famille libre.

3. Soit B = (v1,...,vy,) une famille de F, telle que v, # 0p, V1 < k < n. Montrer que B est
n

libre si et seulement si la somme Z Koy, est directe.
k=1

1.3.3 Familles génératrices

Définition 1.3.8. On dit qu’une famille B = (uy)recs est génératrice, ou que les vecteurs de B

engendrent /’espace E si
Vect(B) = E

Ce qui équivaut a

Vo € E, 3J C I fini ,3(Me)kes + ©= Y Ayup
keJ

En particulier, lorsque B = (uy)1<k<n est finie, la famille B est génératrice si et seulement si

Vo € E, I M) i<ken + T =Y Apug
k=1
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Exemples 1.3.9.
— Dans R, on note e; = (1,0) et e3 = (0,1). Alors la famille B = (e1, e2) est génératrice.
Plus généralement, dans R™ (n > 2), la famille B = (€;)i1<i<n, ot €; = (0ik)1<k<n, €st

génératrice.

La famille (1;1) est génératrice du R-espace vectoriel C.
On note v; = (1;1) et vy = (1; —1). Alors la famille B = (v1,vo) est génératrice de R>.
En effet, Soit (r,y) € R% Ona

(l’,y) =

D’oi (z,y) € Vect(B).
Dans K[X], la famille (X"™),cN est génératrice.

Remarques 1.3.10.

1. Soit F un sev de E. On dit qu’une famille BB est génératrice de F' si
Vect(B) = F

2. En particulier, ) est une famille génératrice de {0}, car Vect(0)) = {0g}.

Exercice 1.3.11.
1. Onnote
v =(11;1); vo=(L-11); wv3=(L1L-1)
Montrer que la famille B = (v1,vo,v3) est génératrice de R3,

2. Soit F = {(x,y,2) €R® : o+ Ty —2=0}

Déterminer une famille génératrice de F.

3. Soient les vecteurs
up = (3;2;-1), wp=(1;1;0), v =(21;-1), v2=(0;1;1)

Montrer que Vect(uy, ug) = Vect(vy, v2).

Exercice 1.3.12.

1. Soita € C. Onnote P, = (X — a)*, pour tout k € N. Montrer que la famille (Py,)ren est

génératrice de C[X].

2. Répondre a la question 1. pour K un corps commutatif quelconque.

1.3.4 Bases

Définition 1.3.13. Une famille B est dite une base de E si B est libre et génératrice de F.

Exemples 1.3.14.
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1.4. APPLICATIONS LINEAIRES

1. Soit E = R™ On note e, = (0k;)1<j<n. Alors B = (er)1<k<n est la base canonique de
R™,

2. La famille (X™),en est la base canonique de K[ X].

3. Lafamille (1, X, ..., X"™) est une base de K,,[ X].

Proposition 1.3.15. Une famille B = (eq, ..., e,) est une base de E si et seulement si

Vee E, 3(An...,\) €K 1 z=) Mey
k=1

Dans ce cas, les scalaires )\, sont appelés les composantes de x dans la base B.

Démonstration. Exercice. O]

1.4 Applications linéaires

1.4.1 Définitions et propriétés

Définition 1.4.1. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, et f : E — F une application.
On dit que f est une application linéaire si, pour tous v,y € E, A € K, ona

- flx+y)=f(z)+ fly) (Additivité)

— f(Ax) = Af(z) (Homogénéité)

Notations et terminologie

— L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté £ (E, F).

Une application linéaire de F dans F est appelée un endomorphisme de E. L’ensemble .Z(F, E)
est noté L (E).

Une application linéaire bijective est dite un isomorphisme de F dans F'.

Un endomorphisme de E bijectif est appelé un automorphisme. L’ensemble des automor-
phismes de E est noté GL(FE).

Exemples 1.4.2.

1. L’application nulle 0 et I’application Identité 1dg sont des endomorphismes de F.

2. L’application z — Z est R-linéaire dans C, mais n’est pas C-linéaire.

3. L’application P — P’ est un endomorphisme de K[ X].

4. Soit A € K. L’application
h,\ F — FE
T = AT

est un endomorphisme. h) est appelée I’homothétie de rapport \. Si, de plus, A # Ok, alors
hy est un automorphisme et (hy) ™" = hy-1.

Remarques 1.4.3.
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CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

- Sife Z(E,F), alors f : (E,+) — (F,+) est un morphisme de groupes. Il s’ensuit que

f(0g) =0F

— Une application f : E — F est linéaire si et seulement si
Ve,ye B, VAEK, fQr+y)=Af(x)+f(y)

— Plus généralement, si f € L (E, F) alors, pour tous x1,...,x, € Eet \1,..., \, €K, ona
n n
f (Z >\k$k> = S (z)
k=1 k=1

Exercice 1.4.4. Déterminer tous les endomorphismes de [’espace vectoriel R.

Définition 1.4.5. Si F' = K alors toute application linéaire f € £ (FE,K) est dite une forme

linéaire sur E.

L’ensemble des formes linéaires sur E est appelé le dual de E, et est noté E*.

Exemples 1.4.6.

1. Soient ay,...,a, € R. L'application
f: R” - R

n
(%1,...,33”) = Zak’xk
k=1

est une forme linéaire sur R™.

2. Soient I = [a,b] un intervalle fermé borné, et E = € (I) I’espace des fonctions continues

sur I. Alors 'application
b
pifm [ st
a
est une forme linéaire sur E.

3. Onnote E = €' (I) I’espace vectoriel des fonctions de classe C* sur I. Soit a € I. Alors

les applications

fefl),  fefla)

sont des formes linéaires sur F.

1.4.2 Opérations sur les applications linéaires

Proposition 1.4.7. Soient f,g € L (E,F) et o € K. Alors les applications f + g et a.f sont
linéaires.
(Z(E,F),+,.) est un K-espace vectoriel.

Démonstration. Exercice. O

ALGEBRE III 13 N. EL BOUKHARI



1.4. APPLICATIONS LINEAIRES

Proposition 1.4.8. Si f € L(E,F)etg € L (F,G), alorsgo f € Z(E,QG).

Démonstration. Exercice. O
Proposition 1.4.9. Soit f € L (F). Alors les applications
¢: Y(E) - Z(E) V: Z(FE) - Z(E)
g = gof g — foyg
sont linéaires.
Démonstration. Exercice. O

Corollaire 1.4.10. (Z(E),+, o, .) est une K-algébre (non-commutative en général).

Remarque 1.4.11. Pour tout f € £ (F), on note

forrof sin>1
—_—

= n fois
Idg sin=~0

Soient f,g € L(F).Si fog=go falors

(F+9)"=> Caffog™™

k=1

Proposition 1.4.12. Si f est un isomorphisme de E dans F, alors = est un isomorphisme de F
dans E.

Démonstration. Soient x,y € F, et A € K. Comme f est bijective, alors

E”(xo,yo) cE’: = f(zo), y= f(?JO)

Cest-a-dire z9 = f~'(x), yo = f~'(y). Par suite

FHOa +y) = F7H (A (o) + f(wo)
= 71 (F (Ao + o))
= Azo + Yo
=M@+ ()

Ce qui prouve que f~! est linéaire. O
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Corollaire 1.4.13. Soit GL(E) I’ensemble des automorphismes de E. Alors (GL(E), o) est un

groupe (non-commutatif en général), appelé le groupe général linéaire de F.

Démonstration. On note (#(FE), o) le groupe des bijections de F dans lui-méme. 11 suffit alors de
vérifier que GL(E) est un sous-groupe de (ZA(E), o).

- Idg € GL(E). Donc GL(E) # 0.

— Soient f, g € GL(E). Par la proposition 1.4.12, g~ € GL(E). D’ou f o g~ € GL(E).

Par conséquent, GL(E) est un sous-groupe de (#(E), o). O

1.4.3 Noyau et image d’une application linéaire

Définition 1.4.14. Soit f € L (E, F).
— Le noyau de f est défini par :

ker(f) = fT'({0r}) = {z € E : f(z) = Op}
— L’image de f est définie par :

Im(f) = f(E)={yeF : Jreck y=f(r)}

Proposition 1.4.15. Soir f € £ (E, F). Alors
— L’image par f de tout sev de E est un sev de F.

— L’image réciproque par f de tout sev de F' est un sev de E.

Démonstration.
— Soit H un sev de E. Montrons que f(H) est un sev de F.
D’abord, O € H, donc f(0p) = 0F € f(H).
Soient z,y € f(H)et A € K. Il existe a,b € H telsque x = f(a) ety = f(b).Or Aa+b € H.
Donc f(Aa +b) = Af(a) + f(b) € f(H).D’ou Xz +y € H.
— Soit G un sev de F. Montrons que f~1(G) est un sev de E.
Comme O € G et f(0g) = O, alors 0p € f~1(G).
Soient 7,y € f71(G) et A € K. Alors f(z), f(y) € G.Dou Af(z) + f(y) = fOx +y) € G.
Il s’ensuit que Az +y € f~HG).
O

’ Corollaire 1.4.16. Soit f € Z(E, F). Alors ker(f) est un sev de E, et Im(f) est un sev de F. ‘

’ Proposition 1.4.17. Soit f € £(E, F). Alors f est injective si et seulement si ker(f) = {Og}. ‘

Démonstration. Voir le module Algebre II. (Remarquer que f : (E,+) — (F,+) est un mor-
phisme de groupes). O
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Remarque 1.4.18. f € L (E, F) est surjective si et seulement si Im(f) = F.

1.4.4 Familles de vecteurs et applications linéaires

Proposition 1.4.19. Soient f € L (E, F), et F une famille de vecteurs de E. Si F est liée, alors

f(F) est liée (la réciproque est fausse en général).

Démonstration. Exercice. O

Proposition 1.4.20. Soit f € L (E, F). Alors f est injective si et seulement si I’image par f de
toute famille libre de E est une famille libre de F'.

Démonstration.
= | On suppose que f est injective. Soit £L = (x)res une famille libre de E. Montrons que
f(L) = (f(zk))ker est libre. Pour ce faire, soient J une partie non-vide finie de I, et (Ag)res €

K7 tels que Z Mo f(xg) = Op. Alors f (Z )\kxk) = Op. Par I’injectivité de f, on obtient
keJ keJ

Z Axxr = Op. La famille £ étant libre, on déduit que A\ = Ok, Vk € J. Par conséquent,
kedJ

f(L) = (f(zg))ker est libre.
< | Soitz € E\ {Og}. Alors la famille (z) est libre, d’ou (f(x)) est libre. Ce qui signifie que
f(z) # 0p. Donc x ¢ ker(f), montrant ainsi que ker(f) = {Og}. Donc f est injective. O

Proposition 1.4.21. Soient f € L (E, F) et L une famille de vecteurs de E. Alors

f(Vect(L)) = Vect(f(L))

Démonstration. Exercice. O

Corollaire 1.4.22. Soient f € £ (E, F) et L une famille génératrice de E. Alors f est surjective

si et seulement si f(L) est une famille génératrice de F.

Démonstration.

= | On suppose que f est surjective. Soit y € F'. Il existe z € E tel que y = f(x). La famille £

n
étant génératrice de F, il existe z1,...,x, € Loet A1,..., Ay € K, telsque z = Z A2k D ol
k=1

y=[f()=f (i Ak%) = z”: Arf (k)
k=1 k=1

Par suite, y € Vect(f(L)). Alors f(L) est une famille génératrice de F'.
< | Par la proposition 1.4.21, on a

f(Vect(L)) = Vect(f(L))
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Or, L et f(L) sont des familles génératrices de E et F respectivement, donc Vect(L) = E et
Vect(f(L£)) = F.D’ou f(E) = F. Ce qui montre que f est surjective. O

Corollaire 1.4.23. Soient f € £ (E, F) et B une base de E. Alors f est bijective si et seulement
si f(B) est une base de F.

Démonstration. Exercice. O

1.4.5 Projections et symétries vectorielles

Définition 1.4.24. Soient F' et G deux sev de E tels que F' & G = F.
— L’application
p:FoG@ — FE
a+b — a

est dite la projection sur F' parallélement a G.
— L’application
s:FeG@ — FE
a+b — a-—0>

est dite la symétrie par rapport a F parallélement a G.

Propriétés de p et s
l.pe ZL(E)etpop=p?=p.
2. ker(p) = Getlm(f) = f.
3. p € GL(E) si et seulement si G = {0g}.
4. sos=s>=1Idg. Donc s € GL(E).

Définition 1.4.25. On appelle projecteur tout endomorphisme p tel que p o p = p.

Proposition 1.4.26. Soit p € £ (E) un projecteur. Alors
Im(p) ® ker(p) = E

Ainsi, p est la projection sur Im(p) parallélement a ker(p).

Démonstration. Soitx € E.Onax = p(x) + (x — p(x)), ot p(x) € Im(p). De plus, on a

p(z —p(r)) = p(z) —pop(z) = p(z) — p(z) = 0

Alors z — p(x) € ker(p). D’ott z € Im(p) + ker(p). Par suite, E = Im(p) + ker(p).
Soit z € Im(p) N ker(p). Alors p(z) = Op, etil existe y € E tel que z = p(y). D’ou

pop(y) =p(r) =0g
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Or pop = p, ce qui implique pop(y) = p(y) = x. Donc & = 0p. Par conséquent, Im(p)Nker(p) =
{0%}, ce qui donne Im(p) @ ker(p) = E. O

Exercice 1.4.27. Soit E un C-espace vectoriel. Soit s € £ (E) tel que s o s = Idg. On pose
Fi={x€FE : s(x)=x}; FE,={xecFE : s(x)=—x}

1. Montrer que F| et I, sont des sev de E.

2. Montrer que E = Fy @ Fy.
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